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1. Inleiding.q)

De in dit memorandum beschreven schattingsmethoden zijn «i -
komstig ven P.H. LESLIE en D. CHITTY: "The estimation of popu-
lation parameters from data obtained by means of the capure-rece-
tuye . method LMaximum likelihood ecquations for estimating the death-
rate." Biometrika, 38 (1951), p. 269-292.

Voor de opbouw van het wacrneningsmateriaal en een beschri j-
ving van de gebruikte grootheden verwijzen wij naar het eerste
memorandum in deze serie S 160(M 54). Uierin definigerden wij:

?Ef het aantal in jaar ¢ gevangen dieren dat ook

&'&2””0‘1%2‘3 ) _ ‘
in de Jaren.&,u‘uiggevangen werd
en
f} """ 4o ¢ def ge ve?wachting van het aantal dieren, dat in
jaar ¢ in de populatie aanwezig is, van de di=-
ren die in de jarenf,...... » 44 gevangen werden.

De schema's I en II uit dat memorandum zullen wij opnieuw
geven, nu voor 4 opeenvolgende jaren.

Schema I Specificatie van de aantallen gevangen dieren in 4
opeenvolgende Jjaren.

jaar 0 1 2 3
aantal eerste “ w 9
vangsten o ; 2 Y,
Zo, 02 ,zoa
' 2 'LIS
.aantal 2 3
herhaalde : e N
vangsten ol
%23
?:123
2
CIPE]
totaal aantal
s, S, s
herh. vangsten 7
totale vangst |R . « |R.u .5 Rycuyres, |Ro=u,es,

1) Dit memorandum is slechts bedoeld als ori¥ntatie en stree’
niet naar volledigheid of volledige exactheid.
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Schema II Verwachtingen van de aantallen één of meer keren ge-
vangen dieren in de populatie in 4 opeenvolgende jaren.

Jaar 0 1 2 3
2 5 3
Fo;; =9u.° Po;a’éub‘g%l f0;5=9‘g—6'%,~@?302
2
P’SZ:G“’ ﬁ'a’gu" - 8%,
B .y = 0?1 >, L 6(.&
verwaechtingen Fors o {ﬁ3_ 2, 0%
01;3'6 o1 ol2
o
02;3° 97’02
5
,{12;3'_ 9%12
ﬁ;:z;s: 8%
3 2
totaal 0w, O u, v 0w |0, g v bu,

Bij uitbreiding tot meer jaren wordt het aantal mogeli jke

snel groter (in jaar ¢ zijn er 2°_s; verschil-

lende grootheden mogelijk). Ter bekorting van het verzamelen

grootheden 3

van de wacrnemingen en vooral ven de berekeningen stellen LESLIE
en CHITTY verschillence samenvoegingen van de wacrnemingen voor.
Eén hiervan, die, gemeten naar de schatbing van de varlantie van de maximum 151z--
liheod schatting voor de overlewingskans g, even goed is als de valledige specifi-
catie, zal cok in dit memorandum warCen behandeld. Bij deze, verkorte specifica -
tlewardende gevangen dieren ultsluitend gerubriceerd volgens het
laatste jaor det ze eerder werden gevangen. Deze acntallen noe-

men wij OnJé, dus s

def
”?‘ = het aantal van de in jaar gevangen dreren, die
voor het laatst in jaar J gevangen waren.
Dus b.v.

" =
/3 %13 * ,&0{3 :

In Schema III wordt een overzicht van de waarnemingen uit 4
opeenvolgende jaren gegeven volgens deze verkorte specificatie,
terwijl Schema IV de verwachtingen geeft van de corresponderende
verwachtingen in deépopulatie://ﬁ%LA




Schema III. De aantallen gevangen dieren, gerubriceerd volgens
het voorlaatste jaar dat ze gevangen werden, 1n 4

opeéenvolgende jaren.

jaar 0 1 2 3
aantal eer- w w w, @,
ste vangsten ° ! :

aantal M, Mgy Moy
herhaalde m,, ™,

vangsten Mg
totaal aan-

tal herh. 5, s, s,
vangsten

totale vangst R, R, R, R,

Schema IV, Verwachtingen van de aantallen een of meer Jaren

geleden voor het laatst gevangen dieren in de po-
pulatie in 4 opeenvolgende jaren.

Jaar 0 1 2 3
= b A== = 0,07 G
verwach- 2
tingen e OF =,
a7 B Ry
totaal du, 9%g+9w, 615*6%€+9&2

De methoden van LESLIE en CHITTY zijn gebaseerd op de onde™
stellingen 1), 2) en 3b) genoemd in het vorige memorandum (M 5%,
nl.

1) de overlevingskans, § , is in iederp Jaar dezelfde en voor
leder dier gelijk,

2) er verdwi jnen geen dieren door emlgratie en

3b) de vangkans is per jaar voor ieder dier gelijk ( ji)g moar
mag van jaar tot jaar varigren.

2. Schattingsmethode volgens LESLIE en CHITTY.

In memorandum S 160 (M 54) werd reeds het principe van ¢~
methode van LESLIE en CHITTY uiteengezet. Dit principe is: ner
wij aan dat inderdaad elk Jjaar de verschillende aantallen in -
bopulatie geli jk zlijn aan hun verwachtingen, gegeven in Schema T;




en IV, dan zullen de in een jaar ¢ te vangen aantallen een
voorwaardelijke multinomiale waarschijnlijkheidsverdeling be-
zitten met als kansen de verwachtingen gedeeld door het totaal
van de verwachtingen in dat jaar (zie Schema II en IV) en pnder
voorwaarde 5,=5; en alle in de vorige Jjaren gevangen aan-
tallen.

Bij de volledig gespecificeerde waarnemingen vinden wij zos

voor jaar (-2 (dit was geval 2) ult memorandum M 54):

. ) e v . 2L
P P[’O'i o » Loa® Loa’gla‘h‘?z‘éz’52)—%0’“0:», &z 0/]

4 %o
= ‘Sl ‘/ 92[!) ~ 9 "60,) o 9 u, 9 ,ZOI C (9‘( - q’p/){
7’02.‘ A"/l _l Y’o/z" OZLLD .reLL, 92U0+9u,, éauo *9“1 (eu_ *LL) 2

voor Jjaar (=3

P = G (ézuo _}9"40,— 02) (9“ B 12) (ﬂ Yoy - 012)
’ 3 (9 uo+0u/+u2)3

Ill.:

enz. voor latere jaren; voor jaar 1 geldt E;:/e De constanten
c C; enz. zijn onafhankelijlt van § .
Daar deze waarschijnlijkheden steeds berekend worden onder voor-
waarde van alle in de vorige jaren gevonden aantallen zijn ze
voor de verschillende jaren onderling onafhankelijk. De voor-
waardelijke waarschijnlijkheid voor de jaren 1 totten met ¢
tezamen is dus het product van de kansen E‘, dusign7i.
De enige onbekende in deze uitdrukking is de overlevingskans {).
De meest acnnemelijke schatting @k voor # 1is nu die waarde
van 9 welke 7‘}> maximaal maakt, of, wat op hetzelfde neer-
komt, L £ $L7ZT’ maximaal maakt. Voor § geldt dus:
[$6),4 =Tl Py -
0-§ ° b9
Ultsluitend om bij de berekeningen meer regelmatige formules

te verkrijgen, wordt deze vergelijking nog met @ vermenigvul-
digd, zodat @ moet worden opgelost uit:

7 ) L

0 26 b-B
Wij zullen de optredende vergelijking voor f¢:4 (dus voor de Jjaren
1 tot en met 4) zo opschrijven, dat hieruit de generalisatie
tot meer jaren duidelijk zal zijn:

= 0




3 2 2
A3 A - Y A -
@[ Il _ 0w, L 204 -6, vy 20ua-28%, 8%, o
-~ - ~3 ~2 n2 73 A2 A o3 a3 AL A s3]
36~06 9“0‘9'\401 GLLa‘g'ﬁm—é%oa 9“"—6”’0/"9.{%1’“‘”3
A2 N
g(‘(’l + 26“’1"9%11 r[( b
to = 13 =TS 4
9“’1—6"(’12 9"‘,'9%12‘%/3
]
La
P %y, 4
9“‘2 - ’L7.3
2
) P
9 o 2 - 2 ¢ o — 8 oy 2 }
+ P 013 é\a“ 9% N 0/
v Y ‘9'\6011 “or ~ 012 7 Tous
g
Yo
(1) o - Ty 7
9%,2",‘(’/23
-
T
- o2y
9(ZOE’ZOQ3
b
Cos2 (4
+ Py 0/21«/+
97’0/2~""o:23
a3 A a2 3 ~2 ~ 7l
— 9 Uo 52 - 2 9 lg "’9 L, 5’: 3 f?t(ni-’\z!e%;\"el’('z SA, = O
INE] a2 P 2 3
T Bugr v+ fu, G, »Bu v b, +uy

Het 1s niet mogelijk bij een willekeurig aantal Jaren eer
expliciete formule voor ? al’ te leiden (voor 3 jaren zie: @2
uit S 160 (M 54) ). Wij passen daarom een iteratieproces tee
waarblj wij voor enkele gekozen waarden van f de waarde vang%*
berekenen en uit deze ultkomsten door interpolatie de waarde yvan

@ , die %%:: zou opleveren, benaderen. Bij een goede keuze
-zal het in de regel voldoende zlijn twee waarden van § te gebrut -
ken en tussen deze twee lineair te interpoleren. Geeft p=4, de
waarde [géjeﬁ =, en (-6, de waarde U, , dan is bij linecre
interpolatie:

-~

(2) 0s = 6 r 2 (6.-0)

U
'

(wij noemen deze schatting 65 in aanslulting op memorandum & 160
(M 54) waar wij de afgeleic~ schattingen met ar.ﬂ.)a asp -~
duldden).




De nauwkeurigste benadering van de meest aannemelijke schatti o
zullen wij krijgen indien §, en §, dicht bij elkaar liggen en
u, en w, verschillend van teken zijn.

Voor wij overgaan tot de bespreking van een eenvoudig schema
voor de berékening van S%L zullen wij eerst ook bij de verkorte
specificatie van de waarnemingen de vergelijking voor de mees®
aannemeli jke schatting geven.

De afleiding hiervan is volkomen analoog aan die blj de volle-
dige specificatie. Met behulp van de schema's III en IV vinden

wilj, dat voor de meest aannemelijke schatting @ moet gelden:

~ T A3 P - 3 wi -
9(._3_4‘..] = g kc 'YYL2 + 2‘9 Po’ 92’"‘3: m, o+ 39Rn—'éi’nm"€7'ﬂu m oy
w2 % =3 ~ ER py - o
20405 R _B5m,, §°R, 8w, B, (R S P
A2 A2 -~
Py 6 }E' ™ + ZA? 72',: LGl Myt
g R,~{)'n1,2 E R -fm,- ™,
(3)
+ e /A)Z ’)’)‘xzq -
9}21’7”13
T &2 A2 ~2 A3 a2 — i
,z 0 R s 4 28R +0w 3§ Ro+280u,+0v, |
E 2z 2 A1 TR 3 ¥ ooy P¥ R TR
9 PC+GLL 9P°+§Q'+9LL2 §RO+€LL’+9MZ+(—(} J

De benaderin, @6, voor de meest aannemelijke schatting voor
kan ook hier weer door interpolatie tussen twee gekozen waarden
gevonden worden volgens formule (2).

3. Rekenschema's ter berekening van %%— voor gegeven waarde
van § . .
De berckaningen nodig voor de bepaling van <3 D»ij cen gege-

00
ven waarde van G kunnen steeds voor een gehele regel uit for-

mule (1) of (3) tegelijk worden uitgevoerd.

Het rekenschema voor één regel bestaat ult zes kolommen, waar-
van dan de laatste kolom de termen ult de betreffende regel ven
formule (1) of { 3) bevat. De voorschriften voor de berekening: n
hebben wij in 4 gedeelten gesplitst (A,B,C en D). De voorschr
ten voor het vullen van drnzes kolommen zijn voor de laatste rep
van (1) of (3) in deel C en voor elk der overige regels in dec.
A ondergebracht. In deel B zijn de voorschriften vermeld om te
zorgen dat alle regels een beurt krijgen; onder D staat dan




tenslotte de eindultkomst: 4%%

Wij zullen nu eerst de rekenvoorschriften laten volgen zewel voor
de volledige als voor de verkorte specificatie van de waarnemin-
gen. Hierbij moeten wij nog vermelcen, dat wij terwille van de
overzichteli jkheid de letters %,%,. ... ...v gebrulkt hebben voor
de grootheden «.«,.. .. ..,4 dus: LU el s

(Deze treden op bij voorschrift 1) als 4./ )

p)
Voorschriften voor het berekenen van ‘3& bij gegeven waarde vat
g uit volledig gespecificeerde waarnemingen uit de jaren O

tot en met ¢

A. 1) Schrijf bij een zekere combinatief, ...... ,J% van de getall -
0,2, ... E2 metgy<dé<-v~‘<¢& in kolom 1 onder elkaar

op de aantallen: ~ . R o R . .
dife de T b daliy ) doodyp (62)
2) Vermenigvuldig deze aantallen van beneden naar boven met

2

respectievelijk: /;:6;¢,. ... ... . enz. (kolom 2).

3) Vorm kolom 3 uit kolom 2 door van boven naar beneden op

te schrijven: 1e regel kolom 2; 1e-2¢ regel kolom 2;
le~2e-3¢ regel kolom 2;......enz.

4) Vorm kolom 4 uit kolom 3 door van boven naar beneden op

te schrijven: 0; 1e regel. lkolom 3; le+2¢e regel kolom 3;
le-2e+-3e regel kolom 3;..,....€0n%2,

5) Vorm kolom 5 door de getallen uit kolom 4 te delen door
de getallen ernaast uit kolom 3.

6) Vorm kolom 6 door de getallen uit kolom 5 van boven naar
beneden te vermenigvuldigen met respectievelil jk:

;o PN 2 . oo , ;
dus met de aantallen uit de 1e kolom die één regel lager

staan (het eerste getal wordt 0!),

B. 7) De bewerkingen uit deel A moeten toegepast worden op al’
mogeli jke combinaties{£,....J£ metj;: ..... <j£van de getal-
len 0,02, ... .. . t_2 waarbij € alle getallen van 1
tot ¢ doorloopt.

8) Het totaal van alle zo verkregen kolommen 6 noemen wij [ .
!

C. 9) Schrijf nu onder elkaar in kolom 4 de aantallen « .«

Wyy ooy w

;2
tog

10) Als 2)




11)

12)
13)
14)

15)

Kolom 3 luidt van boven naar beneden: ‘e regel kolom 2;
le+2e regel kolom 2; “e-2et3e regel kolom 2...,..enz.

Als 1),
Als 5),

Kolom 6 ontstaat nu uit kolom 5 door de getallen van
boven naar benzden te vermenigvuldigen met resp.:1 ;

s, (het eerste getal wordt weer 0),

ly S, S, 5. .. . 5,

Het totaal van deze kolom 6 noemen wij Tz‘

Voorschriften voor het berekenen van %% bij gegeven waarde vun

0 bij verkort gespecificeerde wqarqgmingen uit de jaren O tot

en met t

A.

1)
2)

3)

%)

5)

6)

7)

8)
£)
10)
11)

12)
13)

Schrijf in kolom 1 de aantallen R, jm.  :om. . .  cwn .
4 M‘*’) F+2 2t

Vermenigvuldig deze aantallen van beneden naar boven met

2

resp. 1, 6, 0, .. eesee€nz. (kolom 2)

Kolom 3 1luldt van boven naar beneden: ‘e regel kolom 2;
1e-2¢ regel kolom 2; 1e~2e¢-3e regel kolom 2;......enz.

Kolom % is van boven naar beneden: 0 ; ‘e regel kolom 3;
1e2e regel kolom 3; 1e+2e-3e regel kolom 35 c00ee. gENZ,

In kolom 5 staan de overeenkomstige getallen uit kolom 4
gedeeld door die uit kolom 3,

Vermenigvuldig de getallen uit kolom 5 van boven naar be-

neden resp. met: /ym, s s, kolom 6
—————r——— 3 JL{(T*?) J(f‘"‘!)’ mft ( )

(cerste getal wordt 0),

De bewerkingen uit A moeten worden uitgevoerd voor
J':-OJ/)_.,.A.}%.,Z.

Het totaal van alle zo verkregen kolommen 6 noemen wij 7.
Kolom 1) luidt: « . « u

6 ° ;s 30 JECEEL R 3 to"

Als 2),

Kolom 3 1uidt: e regel kolom 2; 1e+2e regel kolom 2:
le+2e+3e regel kolom 2;.,....enz.

Als &),

Als 5),




14) Vermenigvuldig kolom 5 van boven naar beneden met resp.:
l:S, 55 5 ... .55, (kolom 6, eerste getal iz 0):

2 3

15) Het totaal van deze kolom & noemen wi] Té‘

D. 16) . 2oL _1.T
Y )

Deze voorschriften zullen duicdelijk zljn wanneer men ze
vergeli jkt met Voorbeeld E; waarin wij het rekenschema voor i¢-y
bij verkort gespecificeerde waarnemingen hebben opgesteld;’In
dit voorbeeld zlen wij dat 7, de som van de positieve termén
uit (2) is en 7, de som van de ncgatieve.

In voorbeeld I =zijn de berekeningen ultgevoerd voor verkort
gespecifioeerde waarnemingen uit 5 opeenvolgende jaren. (Deze
waarnemingen zijn ontleend aan oncerzoekingen omtrent de over-
levingskansen van de vleermulzensooert Rhinolophus hipposideros
uit mergelgroeven van Zuid Limburg door J.W. Sluiter, P.F. Van
Heerdt en J. Bezem in de jaren 1950-51-52-53-54,
Voorbeeld I, Berekening van een schatting voor de overlevings-
kans bij verkort gespecifilceerde waarnemingen uit

5 opeenvolgende jaren.

Waarnemingen:

eerste 1 L e es 1w s .
vangsten L= qH )= Uy =8 .= o5
mo= @ m s 3 moa oo m, b
herhaalde m, =10 ™, = m,, = 2
vangsten. N o
23 24
[
totaal .aan"c . o 5. & S, = 13 TS 5, - 10
herh. vangsten P
totale vangst R =gy R, =12y R,=7% R, .12 T




Berekeningen:

0= 0,4] 1 2 3 L 5 6

k.= 94 <0,064) | 6,016/ 6,016 | © 0 x1) | 0
8(x0,16 ) 1,28 4,736 6,016 | 1,270(x3) | 3,810

3(x0,4 ) 1,2 3,536 | 10,752 3,041(x0) | O

0(x1 ) 0 3,536 14 288 | 4,041(x0) | 0

R =124(%0,16 ) | 19,84 | 19,84 0 0 0
10(x0,4 ) 4 15,84% 119,84 |1,2525(x4) | 5,010
4(x1 ) 4 11,84 35,68 |3,0135(x2) | 6,027

R,= 98(xC,k g 39,2 | 39,2 0 0 0
12(x1 12 27,2 39,2 1, 441(x1) | 1,441
S | T = 16,288

= 94 (x0,064) 6,016| 6,016 | © 0 0
116 (%0, 16 g 18,56 | 24,576 | 6,016|0,2448(x13)| 3,182
85(x0, 4 34,-- 158,576 | 30,592|0,5223(x16)| 8,357
105 (%1 ) |105,-- 163,576 | 89,168 |0,5451(x10}| 5,551
0= 0,37 4yl =[- 1,755 ] = 16,990

R = 94 x0, 050653 L,761) 4,761 | © 0 0
x0,1369 1,095 3,666 | 4,761|1,2987 x3g 3,896

3 x0,37 )| 1,110 2,556 x0) | Q

0(x1 ) 0 x0) | 0

R = 124 x0,1369 )| 16,976(16,976 | © 0
x0,37 3,700| 13,276 | 16,976 1,27872x4; 5,115
x1 )| %,000| 9,276 |30,252|3,2643(x2 »523

= 982x0,37 )| 36,26 |36,26 0 0
12(x1 )| 12, -~ 124,26 | 36,26 |1, 4946(x1) 1,495
7, = 17,029

= 9k(x0, 05065) L,761] 4,761 0 0
116§x0 ,1369 g 15,88 20 "6l q 4 s 76110,2307 x13g 2,999
85(x0,37 31,45 {52,091 | 25,402 |0, 4876(%16 7,802
105(x1 )105"”‘157’09“ 77,493 0,4933(x10) | 4,933
& o09=[3,508] T,= 15,734

0= 0,37 + 25% 0,03 = 0,39
5,255 —=
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Voorbeeld II Rekenschema voor de berekening van 3, bij verkor
gespecificeerde waarnemingen uilt 5 opeenvolgende
jaren.

[ : e
by 2 3 4 5 4
3 3,
R, 1 6R f R, 0 0 0
2 3 2 1 3 1.

m ) 0R _¢'m ¢ R ‘9]?0__._. __0R m
ot ! i ) ' 1 0 2 “T’G Rr 9;’""9, 93;{'7 B 9:"‘:0, o
m,, Om, | OR . Gm 0m | 20 R _.dm, 2 QR - 6 e, 28RO mar
) ‘ BB, -0, 0mey | R -8m, - Om,,

2 K 2 3 9 3,
M,y m 57?0'9”’6/'9”%:'”:)5 30RD..20')’)')M_97712 i?po-zie’mm—e'moa i’>9>Ru~'7~027’”w"91“‘.:2 ",
: R, %, -0m, - m 0RO, hmyy -, g
. 2
k0w, 6 R, 0 0 o
A 2 2
m [)m 992 _97r1, 9279 [ R:__,_ 9 R' Y
12 12 i 72 ' 7 5 1
\ . 6*R, -8y, R, -Om,, '
m,, m, ¢ R/_gmm.’m/3 28 Rl_gvnw ilgé‘ak,—ﬁ'm,z 20°R,-0mu e
’ RO,y m,, 0*R bm,, . m, a
R, bR, 6 R, 0 0 0
Mya My 6 Rz— ™ e Rz -——'———9 R ————-—-——6 Re Mgy
BR, -y 6R, -y,
+ T
7I
w, Gaun 63 u, 0 o o
w, | 8w | 00, b, T B s,
eA'l.LD 4 (-)2u, (-}zu ot o 2LL, -
u, bu, 05u°+ 6,1 0u, 2 Qauo e 8w, 20,0 0", 20, 0%,
. 93{,(‘\1‘ 6%, + by 93‘*0*92",”9”9
w, u, 91(0,091.:_’+014,)+u3 ssli.vzo’(mou?_ 10 Ue1 26w, v By 10 Uy 26)211,—&(2__‘ :
QU r B+ Dy r thy 93404.9%4,';9/42 sey '
. ! : o
7’2
w - 2L . T-Tp
20 0




3. Opmerkingen.

1) Keuze van §, en 0. . In vele gevallen zal reeds een vermoeden
bestaan over de groottte van de overlevingskans. Is dit nilet h=so
geval, dan kan een voorlopige schatting ¢, gevonden worden door
één van de methoden uit het vorige memorandum S 160 (M 54) toe
te passen op de jaren 0, 1 en 2. Verder is; omdat wij een maxi-
mum van L bepalen, de functie -%%- in de buurt van 6, een
dalende functie van § . Vinden wij dus bij ¢, : ¢ >ao dan moet

f,>0, gekozen worden, 1s daarentegen bij § : «, <o dan kilezen wij

G, <0 Het is voor een goede benadering van de meest aanneme-
1ijke schatting wel van belang dat 6§, en 0, niet te ver van el-
kaar liggen, en w, en u, verschillend teken hebben.

2) De variantie van een meest aannemelijke schatting is (asymp-
totisch voor grote steekproeven) gelijk aan Qﬂffn.gé} .0p grond
hiervan kunnen wdj als (ruwe) benadering van de variantie van
boven afgeleide schatting van § gebruiken:

<. -t en dus voor de spreiding @,2\/92—§L'_
g ('lr"'('LZ Q C(/l-—u

2

Deze schatting van de spreiding heeft echter niet veel beteken®
daar immers in werkelijkheld de aantallen dieren in de popu'atic
niet precies gelijk zullen zijn aan hun verwachting ( grootheden
ﬁ en u ult de schema's II en IV), zodat wij mogen verwachten
dat de sprelding van de schatting groter zal zijn dan wij boven
afleidden,




